Matematicas para sobrevivir. El problema de Josefo.
Introduccion. Historia y leyenda del problema.

Este es sélo un ejemplo més de los muchos problemas que, siendo
conocidos desde hace siglos, habiendo pasado por las mentes de ge-
neraciones de matematicos, siguen albergando cuestiones para las que
todavia no tenemos respuesta.

Las primeras referencias en las que aparece el problema datan del
siglo I de nuestra era, en el periodo de las llamadas guerras judeo-
romanas. Segun cuenta el historiador judio Flavio Josefo, él y cuarenta
soldados camaradas fueron capturados por los romanos después de la
caida de Jotapata. Antes que rendirse, decidieron acabar ellos mismos
con sus vidas. Para hacerlo, se dispusieron en un circulo y acordaron
que irfan contando de tres en tres, de forma que cada tercer soldado
serfa ejecutado por la persona de su izquierda. El dltimo hombre que
quedara con vida tendria que suicidarse. Segtin cuenta la leyenda, Josefo
calculé rapidamente cudal seria la posicién del iltimo hombre en morir
para colocarse alli, y una vez hubieron muerto sus compatriotas, se
entregd a los romanos. Josefo, sin embargo, en su obra Las Guerras de
los Judios, Libro III, Capitulo 8, dice que el orden de ejecuccion fue
determinado por sorteo, y que él y su mejor amigo se salvaron tal vez
por azar, o quizas por la divina intervencién en el sorteo.

El problema que nos ocupa reaparece en la Edad Media, en la obra
de Abraham ben Meir ibn Ezra (1092-1167), més conocido como Rabbi
Ben Ezra, uno de los muchos escolares que vivieron y estudiaron en el
Califato de Cérdoba.

Otras versiones del problema aparecen en la matematica oriental.
Un ejemplo es el libro datado en 1627 del mateméatico japonés Yoshida
Koyu llamado Tratado sobre los grandes y pequenos numeros, en el que
se explica la version japonesa del problema de Josefo. En ésta se ve
involucrada una familia con 30 hijos, la mitad de ellos del primer ma-
trimonio del padre, y la segunda de su segunda mujer. Para elegir al
heredero de las propiedades de sus padres, se disponen los treinta en un
circulo y se empieza a contar de diez en diez, de forma que el décimo
de cada tanda es eliminado. La madre del primer matrimonio dispone
a sus hijos de forma que los quince primeros eliminados sean los de
la otra mujer, pero cuando ya han sido eliminados 14, el padre decide
cambiar el sentido de giro. Asi, todavia hay una oportunidad para el
hijo del segundo matrimonio que no ha sido eliminado. El problema es
hallar la posiciéon que debe ocupar.
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El problema cldsico.

Problema.

Se tienen n personas entorno a un circulo, ordenadas y numeradas
desde la primera a la n-éstma. Empezando por la persona numero 1, se
saltan m—1 personas y se mata a la m-€ésima. A continuacion se saltan
otras m — 1 personas y se ejecuta a la siguiente. El proceso continia
hasta que solo quede una. El objetivo es encontrar el lugar inicial en el
circulo para sobrevivir J,,(n), dados n y m.

El problema es sencillo cuando m = 2. En este caso, en la primera
vuelta son eliminados los nimeros pares. Si en principio habia 2n per-
sonas, tras matar las n primeras se obtiene otro circulo de n personas,
de forma que la persona i-ésima de este nuevo circulo se corresponde
con la 24 — 1 del primero. En otro caso, si al principio teniamos 2n + 1,
tras la muerte de n + 1 personas obtenemos otro circulo de n personas,
y ahora la persona i-ésima de éste se corresponde con la 27 + 1 del
circulo de partida. Se establece asi la recurrencia siguiente:

J1) = 1
J(2n) = 2J(n)—1
J2n+1) = 2J(n)+1

Ahora ya podemos construir rapidamente una tabla de valores para
JQ (n)

8§ 9 10 11 12 13 14 15

16

n 1|12 3|4 5 6 7
Jn) |11 3|1 3 5 7|1 3 5 7 9 11 13 15

Se demuestra por induccién la féormula explicita
JF+) =20+1

conk >0y 0 <1 < 2F Esto lo podemos expresar tinicamente en

funcién de n como J(n) = 1+ 2(n — 2l°827)) donde |z]| denota la

aproximacién entera por debajo de x, es decir, la parte entera de z.
Otra forma de ver Jz(n) es poniendo n en base 2. Asi,

n = (1 bk—l bk_g...bl b0)2

I = (0bp_1bp_2...b1bo)s

2 = (bp_1bp_o...b1bo0)s

21 + 1 = (bk,1 bk,Q...bl bo 1)2
(br—1 br—2...b1 by by )2

2
I
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La ultima igualdad se sigue de que by = 1. Por tanto, hemos probado
que

J((bg bp—1...b1bg)2) = (br—1 bg—2...b1 by bi.)2,

es decir, en base 2, la imagen de n se obtiene simplemente eliminando
el primer digito y poniéndolo en la ultima posicién. Esto de ninguna
manera quiere decir que la funcién sea periddica, pues los ceros a la
izquierda se van suprimiendo, de forma que el proceso se estabiliza
cuando n es de la forma 2F —1, cuya representacién binaria esta formada
enteramente por unos. Entonces se tiene .J(2F — 1) = 2F — 1.

El caso m > 3.

La cosa no es tan sencilla cuando el parametro de eliminacién es 3.
Una forma de abordar el problema (sigamos [2]) es asignar un nuevo
nimero a cada uno que no es eliminado. Asi, 1 y 2 pasan a ser n + 1
y n + 2, luego 3 es eliminado; 4 y 5 pasan a ser n+ 3 y n + 4, luego 6
es eliminado; ...; 3k+ 1y 3k+2pasanasern+2k+ 1y n+2k+ 2,
luego 3k + 3 es eliminado; . ..luego 3n es eliminado (o sobrevive). Por
ejemplo, cuando n = 11, los ntimeros son

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24
25 26 27
28 29
30 31

32
33

La k-ésima persona eliminada acaba con el nimero 3k, asi que po-
dremos saber cudl es el superviviente si podemos encontrar el niimero
original de la persona nimero 3n.

Si N > n, la persona nimero N debe tener un nimero previo, y
podemos encontrarlo asi: Se tiene N =n+2k+16
N =n+2k+2,luego k = (N —n—1)/2| y el niimero previo es 3k + 1
6 3k + 2, respectivamente, es decir, 3k + (N —n —2k) = k+ N —n. Por
tanto, podemos calcular el nimero del superviviente Js(n) mediante el
siguiente algoritmo:
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N :=3n
N-—-n-1

mientras N >n, haz N := { 5

J3(7’L) =N

J+N—m

Usando la variable D = 3n + 1 — N en vez de N, se simplifica
bastante este algoritmo. Asi,

D =3n+1- Q(?’”H_f)_”_lJ —|—(3n+1—D)—n)

o252 o 2] [2]- 20

Ahora reescribamos nuestro algoritmo como
D:=1
mientras D < 2n, haz D := [D—‘ ;
J3(n):=3n+1-D

Algo parecido podemos hacer para cualquier otro pardmetro m de
eliminacién mayor que 3. Asi, en general:

D:=1
. m
mientras D < (m — 1)n, haz D := ’71D—‘ ;
m—
Im(n) :=mn+1— D,

que, en forma de recurrencia, se expresa como

D(()m) =1;
D{™ = {mDim)lJ , conn > 0.
m—1

Esta sucesién no parece estar relacionada con ninguna funcién fa-
miliar de manera sencilla, exceptuando cuando m = 2. Por eso, no es
probable que exista alguna férmula cerrada simple y elegante. Pero si
suponemos la sucesién DSLm) como conocida, entonces es facil descri-
bir la solucién generalizada del problema de Josefo: El superviviente
Jm(n) es mn + 1 — D,gm)7 donde k es el menor entero para el cual
Dlim) > (m—1)n.
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Una aprorimacion.

En [3] podemos ver cémo se puede aproximar la férmula general
Jm(n). Aqui sélo expondremos los principales resultados (las demostra-
ciones se pueden encontrar en el articulo citado).

Teorema 1. Para cada entero m > 2, existe un nimero real K(m) tal
que

n
m
Dn =K 7 n,m;
(m) = &) () e
donde €, 2 =0 y st m > 3, entonces

—(m—=2)<eépm<0 (n>0).

Como corolario trivial, notemos que K(2) = 1, y de aqui sigue la
ya conocida formula

Jo(n) =14 2(n -2y (n=0,1,..))

Corolario 1. Tenemos la “formula exacta”

D® = | K(3) (;’)nJ (n=0,1,...)

y ast

2

3\ ogg (381)]
Js(n) =3n+1— | K(3) <) (n=0,1,...)

Aqui, la constante es K(3) = 1,62227050288476731595695098289932411 . . ..

Permutaciones de Josefo.

Definicién 1. Se define una permutacion de Josefo P(n,m) como una
permutacion de n elementos resultado de aplicar la eliminacion de Jose-
fo con el parametro m.

Ejemplos:
1 2 3 4 5 6 7
P(7,2) = < 2 46 15 37 >

3 4 5
3 21

Ot =
L ]

P(5,60) = <



De las n! permutaciones posibles sélo son de Josefo L(n), siendo
L(n) = mem(1,2,...,n), dado que P(n,m) = P (n,m + L(n)), porque
L(n)=0 (mdd 1,...,n).

Estudiando las permutaciones como subconjunto de P,, podemos
ver enseguida que son subgrupo de (P, o) con la composicién de aplica-
ciones cuando n = 4 (el subgrupo alternado), pero en general no lo son
para n > 4. Sin embargo, veamos algunas propiedades que si cumplen.

Sea PJ,, el conjunto de las permutaciones de Josefo de n elementos.
Definimos la aplicacién f como

[ PIn — PIn-
Pn,m) ~— P(n—1,m)

Consideremos la permutacién de Josefo P(n,m) = (a1 az ... an).
Entonces, f(P(n,m)) = P(n—1,m) = (by b3 ... b,), donde
b; :ai+(n_al)7ybi € Zn.

Los sistemas de congruencias asociados a las dos permutaciones son

Permutacion Sistema de congruencias de m
P(n,m) (a1 az ... ap) | Tny Tne1, .., 11 (Méd nyn—1,...,1)
Pn—1,k) | (babs ... by) Tne1, ..., 71 (médn—1,...,1)

Claramente, f es suprayectiva y en general no inyectiva, salvo si
m.cm(l,...,n) =m.cm(l,...,n — 1), en cuyo caso es biyectiva.

Supongamos que P(n — 1,m) es composicién de ¢ transposiciones.
Veamos que, a partir de Id, = (1 2 ... n) podemos obtener la per-
mutaciéon P'(n,m) = (n bg bs ... b,) mediante n — 1 + ¢ transposi-
ciones (probablemente también mediante menos). Ahora, partiendo de
P’(n,m), podemos obtener P(n,m) mediante (n—1)(n—r,) transposi-
ciones (recordemos que b; = a; + (n —a1) = a; + (n — ), en Zy,). Por
tanto, denotando [o]s la paridad de la permutacién o, tenemos

[P(n,m)]s =n—1+t+(n—1)(n—r,) =t+(n—-1)(1+n—r,) (mdd 2),
es decir,

[P(n,m)la=[P(n—1,k)2+(n—-1)1+n—r,) (méd2).
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Proposiciéon 1. Las permutaciones de Josefo de 4k y 4k+1 elementos
son pares, mientras que exactamente la mitad de las permutaciones de
Josefo de 4k + 2 y 4k + 3 elementos son pares.

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1 la comprobacion es
trivial. Supongamos ahora que, para cierto k > 0, todas las permuta-
ciones de Josefo de n — 1 = 4k + 1 elementos son pares. Entonces,
(n—1)(14+mn-—r,) esparsir, =1 (mdd 2), y es impar si r, = 0
(méd 2). Pero r, = r2 (mdd 2), y como exactamente la mitad de las
permutaciones de Josefo tienen ro = 1 y la otra mitad tienen ry = 2, se
sigue que la mitad de las permutaciones de 4k + 2 elementos son pares
y la otra mitad impares. Concretamente, son pares aquellas con ro = 1
e impares aquellas con 1o = 2.

Ahora, si n — 1 = 4k + 2, entonces (n — 1)(1 +n — r,) es par para
todos los r;,; luego la mitad de las permutaciones de 4k + 3 elementos
son pares y la otra mitad impares.

Sigamos. Si n — 1 = 4k + 3, entonces (n — 1)(1 +n —ry,) es par si
ro = 1, y es impar si ro = 2. Pero las permutaciones de 4k + 3 elementos
con 79 = 1 son pares, mientras que las que tienen ro = 2 son impares.
Por tanto, todas las permutaciones de Josefo de 4k + 4 elementos son
pares.

Por tltimo, si n — 1 = 4k, entonces (n — 1)(1 +n — r,) es par para
todos los 7, luego todas las permutaciones de 4k 4+ 1 elementos son

pares.
0
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Un problema abierto.

Problema.
Supongamos que Josefo se encuentra en una posicion dada j, pero
puede elegir el parametro de eliminacion m. ;Puede salvarse siempre?

La respuesta es si. Podemos encontrar la solucién a este problema en
[2] y [4], la cual usa como argumento central el postulado de Bertrand
(conjeturado por Bertrand en 1845 y demostrado por Chebyshev en
1850), segtn el cual hay siempre un primo p con n/2 < p < n.

Pero una generalizaciéon de este problema sigue atin sin resolver.

Problema.

Diremos que un subconjunto de Josefo de {1,2,...,n} es un con-
junto de p numeros para los cuales, existe algun k tal que las per-
sonas con los otros n — k nimeros (los “chicos malos”) son eliminadas
primero. Con n = 9, tres de los 2° subconjuntos no son de Josefo, a
saber, {1,2,5,8,9}, {2,3,4,5,8}, v {2,5,6,7,8}. Hay 13 subconjuntos
que no son de Josefo con n = 12, ninguno para otros valores den < 12.
¢ Existen subconjuntos que no son de Josefo para n > 127

Lo que podemos decir sobre la solucién de este problema [2] es que
el orden de ejecuccién puede ser computado en O(nlogn) etapas para
todos n y m. Bjorn Poonen (Ver las referencias en [2]) probd que no
existen subconjuntos de Josefo con exactamente cuatro “chicos malos”
cuandon =0 (méd 3) y n > 9; de hecho, el nimero de estos conjuntos
es al menos G(Z) para cierto € > 0. También comprobé que el otro tinico
n < 24 con subconjuntos que no son de Josefo es n = 20, el cual tiene
236 de estos conjuntos con k = 14 y dos con k = 13. (Uno de estos
dltimos es {1,2,3,4,5,6,7,8,11,14,15,16,17}; el otro es su reflexién
con respecto a 21). Hay un tinico subconjunto que no es de Josefo con
n=15y k=9, se trata de {3,4,5,6,8,10,11,12,13}.
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